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국문 요약

단면의 형상이 길이방향으로 일정한 도파관 구조물에 조인트, 지지구조, 결함 등

의 국부적 불연속이 존재하는 경우, 파동 전파 특성을 파악하기 위해서 국부적 불

연속 구간을 유한요소(Finite element)로 모델링하고 나머지 구간을 스펙트럴 수퍼 

요소(Spectral super element)로 결합하여 해석하는 방법이 제안되었다. SSE는 

FE와 동일하게 단면을 모델링할 수 있으므로 SSE와 FE 결합 시 단면의 노드압축 

없이 연결이 가능하다. 따라서 복잡한 단면을 가진 도파관에 대한 고주파수 대역 

해석이 가능한 방법이다. 하지만 SSE/FE 방법은 고주파수 대역 해석을 위해 FE 

모델의 크기가 커질수록 모델링 및 연산에 많은 시간이 소요된다는 단점을 가진다. 

이 문제를 보완하여 보다 효율적인 해석을 위해 본 논문에서는 FE 대신 SSE를 사

용하는 SSE/SSE 방법을 소개하고 기존의 SSE/FE 방법과 비교하여 SSE/SSE 방법

의 유용성을 살펴본다. 이를 위해 단순 사각 단면을 가진 도파관 구조물에 대해 

SSE/FE 방법과 SSE/SSE 방법을 이용해 파동의 투과 및 반사 특성을 구하고, 이들

이 가지는 오차를 비교하였다. 이를 통해 SSE/SSE 방법의 신뢰성과 유용성을 확인

하였다.



영문 요약

In case that the waveguide structures with uniform cross-section in the 

longitudinal direction have a local discontinuity such as a joint, supporting 

structure and defect, the analytical method which is combining the finite 

element modeled section for a local discontinuity and the spectral super 

element modeled section for the rest of the structure has been introduced 

to investigate the characteristics of wave propagation on waveguide 

structures. It is possible to connect SSE and FE without shortening the 

nodes of the cross-section because SSE modeled cross-section is the same 

as FE modeled cross-section. Therefore, this method can be used for 

analyzing the waveguide structures having complicated cross-section at 

higher frequencies. However, the demerit of this SSE/FE method is that 

modeling and calculating the FE model require a lot of time at higher 

frequencies. To strengthen this weakness, the present paper introduced 

SSE/SSE method instead of SSE/FE for efficient analysis and figured out the 

usefulness of SSE/SSE method as compared with the conventional SSE/FE 

method. So that, wave reflection and transmission properties in waveguide 

structures with simple rectangular cross-section are estimated using both 

SSE/FE and SSE/SSE method and numerical errors are determined. And 

then, the feasibility and reliability of SSE/SSE method are checked.
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1. 서론

튜브나 파이프와 같이 길이방향으로 단면의 형상이 일정한 도파관(waveguide)을 

따라 전파하는 파동의 특성을 파악하는 것이 여러 분야에서 적용되고 있다. 그 예

로 음향탐지장비 중 하나인 잠수함에 연결되는 예인 센서의 자체소음을 줄이기 위

해 자체소음에 기여하는 파동의 특성을 파악하는데 사용될 수 있다. 또한 요즘 각

광받고 있는 신재생 에너지 발전장치에도 파동 전파를 이용하여 에너지를 생산하는

데 쓰이고 있다. 그리고 길이방향으로 긴 도파관 형상 구조물의 상태를 진단하고자 

할 때 구조물을 따라 전파하는 파동의 특성을 통해 결함의 위치를 찾아볼 수 있는

데 사용된다.

전파하는 파동의 특성을 알아보기 위해서는 길이가 무한한 도파관에 대한 해석이 

필요하다. 보편적 수치 해석 기법으로 유한 요소법(finite element method, FEM)

과 경계 요소법(boundary element method, BEM)이 있으나, 이 방법들은 모델링

에 아주 많은 요소(element)가 필요하다는 어려움이 있다.

그래서 무한 길이 도파관을 해석하기 위해 도파관 유한 요소법(waveguide finite 

element method, WFEM)이 제안되었으며 참고문헌 [1]에서 Lagrange의 방정식

을 이용하여 그 식을 유도하였다. 참고문헌 [2]에서는 Hamilton의 방정식을 이용하

여 도파관 단면의 운동방정식을 정의하고 길이방향으로 전파하는 파동을 해석하였

으며, 반해석적 유한 요소법(semi-analytical finite element method, SAFEM)이라

고 칭하였다. 유체가 채워진 도파관에 대해서는 참고문헌 [3]에서 얇은 벽면을 가

진 덕트의 임의의 단면에 대한 파동 해석, 참고문헌 [7] 및 [10]에서 실린더형 파

이프에 대한 파동 전파 특성을 분산관계(dispersion relation)를 통해 해석하였다.

참고문헌 [5]에서는 결함이나 흠 등 도파관에 국부적 불연속이 있을 때 파동 전

파를 알기 위해 국부적 불연속 구간은 유한 요소법으로, 반무한 구간은 스펙트럴 

요소법 (spectral element method, SEM)으로 모델링하여 결합한 해석법을 사용한

다. 유한 요소 (finite element, FE) 와 스펙트럴 요소 (spectral element, SE) 를 

연결하기 위해 만나는 경계에서 경계면의 노드를 하나로 줄여 자유도를 같게 만들

어주는 노드압축법을 이용한다. 또한 참고문헌 [6]은 FE 와 SE 가 연결된 모델에 

대해 반사 및 투과계수 예측을 위한 입사파를 만들어 반사파와 투과파의 특성을 추

정하였다. 하지만 스펙트럴 요소법은 경계면의 노드를 하나로 만들어 주기 때문에 

저주파수 대역에서 단면 변형을 고려하지 않는 방법으로 고주파수 대역에서는 적합

한 방법이 아니다.

고주파수 대역 해석에서는 임의의 단면을 가진 도파관에 대해 해석 가능한 도파

관 유한 요소법 (WFEM)이 쓰이고 있으며 참고문헌 [4]에서 도파관 유한 요소법과 

스펙트럴 유한 요소법 (spectral finite element method, SFEM)을 결합한 스펙트

럴 수퍼 요소법 (spectral super element method, SSEM)을 제안하여 유한길이 
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판 구조물의 진동 해석에 적용하였다.

본 연구에서는 참고문헌 [4]의 SSEM을 이용하여 무한길이 도파관의 반무한 구

간과 국부적 불연속 구간을 모두 스펙트럴 수퍼 요소 (spectral super element, 

SSE) 모델링하여 결합한 해석법인 SSE/SSE 방법을 국부적 불연속 구간을 FE 모

델링한 SSE/FE 방법과 비교해 보고 파워 반사계수와 파워 투과계수를 추정하여 그 

유용성을 검증해 보았다.
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2. 도파관 유한 요소법

(Waveguide Finite Element Method)

2.1 운동방정식

도파관이란 단면 형상이 길이방향으로 일정한 구조물을 뜻하며, 도파관 유한 요

소법(waveguide finite element method, WFEM)은 무한길이 도파관의 단면을 유

한 요소로 모델링하여 도파관의 길이방향 파동 전파를 분석하는 기법을 말한다. 이 

방법은 파수 유한 요소법(wavenumber finite element method, WFEM) 또는 반해

석적 유한 요소법(semi-analytical finite element method, SAFEM)이라고도 칭하

며 3차원 형상의 도파관을 완전히 모델링하는 대신 도파관의 단면 형상만 2차원 

모델링하여 길이방향 파동을 해석한다.

전파하는 파동이 길이방향으로 조화 진동을 한다고 가정하면 각  방향의 변

위인 를 변수분리하여 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

   

  

                       (2.1)

여기서 는 파수(wavenumber), 는 각주파수(angular frequency), 

   는 단면의    방향 모드형상이고,    는 임의 상수

(scaling constants),  는 시간과 공간에 대해 주기적인 진동을 하는 조화 

진동을 나타낸 것이다. 참고문헌 [1]에서 유도된 WFE 운동방정식은 다음과 같이 

표현된다.

     K

K


KM


 u                 (2.2)

K, K, K 는 모델의 강성(stiffness)과 관련된 행렬을 나타내며 M 은 질량(mass) 

행렬이다. 식 (2.1)에서처럼 변위 u는 이므로, 위 식에 대입하면 식 

(2.3)과 같이 표현된다.

                    K
KK

M                 (2.3)

여기서  는 단면의 변위이며 파동의 변형 형상을 나타내고, 식 (2.3)은 두 개의 

변수인 파수 ()와 각주파수 ()를 가지는 고유치 문제 (eigenvalue problem)로 볼 

수 있으며, 두 개의 변수 중 하나를 임의로 대입하여 풀 수 있다. 즉, 임의의 파수

를 대입하여 각주파수를 구하면 일반적인 고유치 문제 형식이 되고 임의의 각주파
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수를 대입하여 파수를 구하면 다항 고유치 문제 형식이 된다.

2.2 분산관계

이상적인 파동과는 달리 실제의 파동은 파장에 따라 파속이 달라지는데 이를 분

산(dispersion)이라 하며 분산관계(dispersion relation)를 통해 전파하는 파동의 특

성을 파악해 볼 수 있다. 도파관의 길이 방향으로 전파하는 파동의 분산관계를 얻

기 위해서는 도파관 운동방정식에 임의의 파수들을 대입하여 각 파수에 대한 주파

수를 구하는 방법으로 풀 수 있다.

본 절에서는 속이 비어있는 실린더형 도파관을 따라 길이방향으로 전파하는 파동

의 분산관계를 이론해석 및 수치해석을 통해 구해보고자 한다. 이론해석을 위해 참

고문헌 [7]에서 제시한 이론식을 이용하였으며 수치해석을 위해 속이 비어있는 실

린더형 도파관의 단면을 모델링한 후 MATLAB을 이용하여 구해보았다.

먼저 참고문헌 [7]의 실린더에 대한 운동방정식을 행렬식으로 나타내면 다음과 

같다.

                           











  
  
  

























                       (2.4)

여기서  은 실린더 단면의 원주방향 모드,  은 반경방향 모드를 나타내며 

 는 각각  방향, 원주방향 그리고 반경방향 변위의 크기를 나타낸다. 이 

행렬식이 자명해(trivial solution) 이외의 해를 가지기 위해서는 강성을 나타내는 

행렬 의 역행렬이 존재하지 않아야 하므로 행렬식 det 을 만족해야 한다. 

먼저 실린더 내부가 비어있는 경우, 행렬 의 원소는 다음과 같다.

  





    


     (2.5a-c)  

                 





            (2.5d-f)  

                      
 

       (2.5g-i)

여기서 는 무차원 주파수로써  로 정의되며 은 종파(longitudinal 

wave)의 전파 속도, 는 프아송 비(Poisson's ratio), 는 파이프 두께 매개변수로 

  이며 와 는 각각 파이프의 두께와 반경을 나타낸다. 위의 식들에 임

의의 파수들을 대입하여 고유치 문제를 풀어 각 파수에 대한 주파수를 구하고 이를 

그래프로 그린 것을 그림 1에 나타내었다.
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그림 1. 속이 비어있는 실린더형 도파관 모델의

이론해석을 통해 구한 분산선도.

그림 1에서 각 선들은 실린더형 도파관을 따라 전파하는 파동을 나타낸다. 또한 각 

파동의 위상속도(phase velocity)는 파수에 대한 주파수(


) 이며 선의 기울기가 

작을수록 위상속도가 빠르다. 파동의 군속도(group velocity)를 나타내는 것은 접선

의 기울기(


) 이며 위상속도와 군속도가 같을 경우 선의 기울기와 접선의 기울기

가 같으므로 직선으로 나타난다. 즉, 직선인 선들의 파동은 비분산파

(non-dispersive wave)를 나타내며 도파관의 길이방향으로 진동하는 종파 

(longitudinal wave) 및 원주방향으로 진동하는 비틀림파(torsional wave)가 직선

으로 나타남을 확인할 수 있다.

두 번째로 수치 해석을 통한 분산선도를 구하기 위해 전처리 과정(Pre-process)

으로 속이 비어있는 실린더형 도파관의 단면을 그림 2와 같이 모델링하였으며 해석

에 사용된 모델의 주요 제원은 표 1에 나타내었다.
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그림 2. 속이 비어있는 실린더형 

도파관의 단면 모델.

구분 치수

Diameter of cross-section 0.2 m
Young's modulus 2 X 1011 N/m2

Poisson's ratio 0.3
Density 7,850 kg/m3

표 1. 실린더형 도파관 모델의 주요 제원.

모델링한 단면의 노드(node) 및 요소(element) 정보를 가진 데이터 파일을 

MATLAB을 이용하여 해석에 필요한 입력 데이터 파일로 만든다. 입력 데이터 파

일을 도파관 해석 프로그램(Solver)인 WANDS(WAve Number Domain Software)

를 이용, 계산을 수행하여 앞 절의 식 (2.3)을 풀면 모델의 강성과 관련된 행렬인 

K, K, K 와 질량 행렬인 M 을 구할 수 있다. 그 후 후처리 과정

(Post-process)으로 각 파수에 따른 주파수를 찾아 MATLAB을 이용하여 분산선

도를 얻을 수 있다. 이를 그림 3에 나타내었다.
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그림 3. 속이 비어있는 실린더형 도파관 모델의

수치해석을 통해 구한 분산선도.

수치해석을 통해 얻은 분산선도 그림 3과 이론해석을 통해 얻은 분산선도 그림 1

을 비교해 보았을 때 속이 비어있는 실린더형 도파관 모델을 따라 전파하는 파동의 

분산관계는 차이가 없음을 확인할 수 있다. 또한 수치적으로 실린더 단면의 원주방

향 변형모드를 그려보면 그림 4와 같이 n=1은 빔 굽힘 모드(beam bending 

mode), n=2는 타원 모드(oval mode)이며 주파수가 커질수록 원주방향 변형모드가 

증가함을 알 수 있다.
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그림 4(a). n=1.
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그림 4(b). n=2.
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그림 4(c). n=3.
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그림 4(d). n=4.
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3. 스펙트럴 수퍼 요소법

(Spectral Super Element Method)

앞 절에서 도파관 유한 요소법(WFEM)의 운동방정식 및 분산관계에 대해 알아보

았으며 본 절에서는 도파관 유한 요소법(WFEM)과 스펙트럴 유한 요소법(SFEM)을 

결합한 스펙트럴 수퍼 요소법(SSEM)에 대해 이론적으로 알아보고자 한다. SSEM

은 참고문헌 [4]에서 제안한 해석법으로 도파관 경계면의 노드압축 없이 FE와 연

결할 수 있어 고주파수 대역의 파동 해석에 적합한 방법이다. 참고문헌 [4]에서는 

유한 길이 판 구조물에 대해 해석하였으나 본 절에서는 반무한 도파관 구조물에 대

해 적용해본다.

3.1 파동해

앞 절에서는 길이방향으로 전파하는 파동만이 관심사였기 때문에 분산관계를 구

하기 위해 파수를 대입하고 주파수를 구하는 일반적인 고유치 문제를 풀었지만 

SSE 방법에서는 구조물의 변위를 예측하기위해 근접장 파동(near-field wave)을 

포함한 모든 파동해를 구해야 한다. 따라서 식 (2.3)은 주어진 주파수에서의 모든 

파수와 모드형상을 구하는 다항 고유치 문제(Polynomial eigenvalue problem)가 

된다. 이 식을 풀면 주어진 주파수에서 양의  방향과 음의  방향으로 전파 또는 

감쇠하는 파동의 파수를 구할 수 있다. 이 파수는 복소수로 표현되며 실수축에 위

치한 것은 거리에 따른 감쇠없이 전파하는 파동을, 나머지는 거리에 따라 지수적으

로 감쇠하는 파동을 나타낸다.

식 (2.3)을 풀기위한 연산시간을 줄이고 해의 수치적 안정성을 높이기 위해 다항 

고유치 문제를 일반적인 고유치 문제로 바꾸어 해석할 수 있다. 이를 위해 새로운 

변수  를    로 정의하면 식 (2.3)은

                       



 


KK

M K
 I 


,                  (3.1)

이 되며 이를 고유치 문제의 형태로 표현하면,

                   



MK 

 I





 


K K

I  

                (3.2)

이 된다. 이론적으로 양의  방향과 음의  방향으로 전파하는 파동의 파수는 복소

평면에서 원점을 중심으로 대칭의 위치에 놓인다. 즉,   조건을 만족한다. 
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여기서 하첨자 ‘±’는 파동의 전파 방향을 나타낸다. 양의 방향으로 전파하는 에 

대해서는

                     
KKK

M                     (3.3)

로 나타낼 수 있으며 음의 방향으로 전파하는 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

                      
KKK

M                     (3.4)

3.2 도파관 변위 함수

유한길이 도파관 구조물에서 변위 V는 식 (2.3)에서 얻어지는 파동해의 중첩

으로 표현할 수 있다. 예를 들어 길이  ≤  ≤ 인 도파관의 변위벡터는

                 V 







  Ea                  (3.5)

이다.[4] 여기서  은 구조물 단면의 자유도 수이고, 는 에 대한 모드 형상 

벡터, 는 각 파의 모드 형상을 포함한 × 행렬, a는 × 의 파동 진폭 벡

터, E 는 
  항을 가지고 있는 × 행렬이다. 도파관의 경계에서 근접장 

파동의 크기 증가로 인해 발생하는 수치오차를 피하기 위해 E 를 다음과 같이 

정의할 수 있다.[4]

                      E 
   for  

E 
  for  

                (3.6)

여기서 미지 변수인 파동의 진폭 a 는 도파관의 경계인  ± 에서의 변위 

과  를 이용해 표현하면,

                        V  E a W                       (3.7)

V Ea W 

이 된다. 즉, a 는

                        a 



 


E  

E 
WWAW                      (3.8)

진폭 a 를 식 (3.7)에 대입하면,

                            VEAW                           (3.9)
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이 된다. 따라서 경계에서의 변위  를 알면 변위  를 얻을 수 있다.

반무한 도파관 구조물에서는 유한길이 도파관과는 다르게 한 방향으로 전파하는 

파동만 존재한다. 따라서 앞에서 구한 파수와 모드 형상 개수의 절반만 이용하여 

변위  를 얻을 수 있다. 양의 방향으로 무한한 반무한 도파관( ≤  ≤ ∞ ) 에 

대한 변위벡터는 다음과 같다.

              V 
 






 Ea             (3.10)

만약   에서 변위가 W 라면 a 는 식 (3.11)과 같이 표현된다.

                        a  E
W AW                    (3.11)

따라서 다음식이 된다.

                           VEAW                         (3.12)

3.3 동적 강성 행렬

미지 변수 W 는 도파관의 경계에서 작용하는 힘 F 와 구조물의 동적강성행렬을 

이용해 구할 수 있다.  ≤  ≤  인 유한길이 도파관에 대한 동적강성행렬은 식 

(3.13)과 같다. [4]

                           DS A
T⊗ EIA                          (3.13)

                   





 




M               (3.14)  

                        EI 



EE                 (3.15)

여기서 ⊗ 는 행, 열이 같은 위치인 값끼리 곱하는 Hadamard 곱이며  은 ×

의 변형률 행렬이다. 만약 도파관의 경계에서 외력 F 가 작용한다면 변위 W 는 다

음 식으로 구할 수 있다.

                                DSWF                              (3.16)

양의  방향과 음의  방향으로 반무한인 길이의 반사파가 없는 도파관 구조물

에서는 파수들과 모드 형상들의 절반만 계산에 사용되므로 식 (3.14)와 식 (3.15)는 

다음과 같이 표현된다.[9]
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                ±  





 



±
±

±±
 ±

M±            (3.17)

                EI 


for ∞  ≤  

EI 


for  ≤ ∞ 

             (3.18)

그러므로 반무한 도파관에 대한 동적 강성행렬 DS±은

                          DS±A±
 ±⊗ EI±A±                       (3.19)

으로 정의되며 만약  에서 작용하는 힘을 F라 하면

                             W  DS±
F                          (3.20)

이 식을 통해 노드 변위 W를 찾을 수 있다.
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4. 스펙트럴 수퍼 요소/스펙트럴 수퍼 요소

(SSE/SSE)

앞 절에서 반무한 도파관에 대한 SSE를 정의하였다. 이 절에서는 기존의 

SSE/FE 방법을 확대하여, 무한길이 도파관에 국부적 불연속이 있을 때 두 반무한 

구간과 국부적 불연속 구간을 모두 SSE로 모델링하여 파동의 전파를 해석하는 기

법을 제안하고자 한다.

4.1 SSE/FE 연결

본 논문에서 소개하고자 하는 SSE/SSE 방법을 소개하기에 앞서 기존의 SSE/FE 

방법을 먼저 살펴보고자 한다. 해석에 사용된 전체 구조물은 그림 5와 같이 세 영

역으로 나눌 수 있다. SSE로 모델링되는 두개의 반무한 도파관과 FE로 모델링되는 

국부적 불연속을 가지는 부분이다. 이 세 영역들은 경계면에서의 노드가 같다면 쉽

게 연결될 수 있으며 이것이 SSE/FE 방법이 가지는 장점 중 하나이다.

그림 5. 국부적 불연속이 있는 도파관의

SSE/FE 모델.

SSE와 FE를 연결하기 위해서는 FE로 모델링되는 부분의 동적 강성 행렬 D 를 

경계면 노드의 자유도로 표현될 수 있도록 변환해야한다. 먼저 D 는 FE 모델링하

여 구한 강성행렬 K 와 질량행렬 M 을 이용하여 다음과 같이 정의된다.

                              D K
M                            (4.1)

만약 경계면의 노드에 외력 F 가 작용한다고 가정하면 D 를 다음과 같이 쓸 수 

있다.

                          F 



 


D D

D D 
W
W                         (4.2)

하첨자 는 경계면에서의 노드 자유도, 는 내부 노드의 자유도를 나타낸다. 경계면 

노드정보만 가지고 있는 동적 강성 행렬을 구하기 위해 식 (4.2)를 풀어서 
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W  D

D
W 를 대입하면 F  DDD

 DW 가 되고 F DW 이기 

때문에  구하고자 하는 동적 강성 행렬 D 는 식 (4.3)이 된다.

                           D DDD
D                      (4.3)

그림 5에서 보이는 SSE/FE 모델에서 각 영역의 동적 강성 행렬은 일반적인 FE

에서와 같은 방법으로 결합되어 질 수 있다. 그 결합 행렬은 다음과 같다.

                        DC 



 


DS 

 
DF




 


 

 DS
                     (4.4)

즉,

                               DCW  F                                (4.5)

이 된다. W 는 경계면에서의 노드 변위이고  DS, DS 는 반무한 SSE 모델의 각

각 왼쪽, 오른쪽 영역의 동적 강성 행렬이며 F 는 연결된 경계면 노드에 작용하는 

외력벡터이다. DC 와 F 가 주어지면 세 영역이 연결되는 두 경계면의 변위 W 를 

구할 수 있고 최종적으로 식 (3.12)를 이용하여 SSE 영역의 변위 V 를 구할 수 

있다.

4.2 SSE/SSE 연결

이제 SSE/SSE 방법을 살펴보면, 그림 5와 같이 국부적 불연속 구간을 유한요소 

대신 스펙트럴 수퍼 요소로 모델링하여 새롭게 적용해보고자 한다. FE 대신 SSE를 

사용함으로써 복잡한 FE 모델링을 할 필요 없이 단면만을 모델링하여 두 반무한 

SSE와 연결하는 방법이다. 그러므로 모델링 시간뿐만 아니라 해석 시간까지 단축

시킬 수 있으므로 기존의 SSE/FE 방법보다 효율적인 방법이라고 할 수 있다.

그림 6. 국부적 불연속이 있는 도파관의

SSE/SSE 모델.

앞 절에서는 반무한 SSE 모델에 대해 정의하고 FE와 연결하였으나 이 절에서는 

FE 대신 SSE를 연결하는 SSE/SSE 방법을 정의하고자 한다. 먼저 SSE/FE 방법과 

마찬가지로 SSE/SSE 방법도 세 영역이 연결되는 경계면에서 동일한 자유도를 가
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진다면 노드압축 없이 쉽게 연결될 수 있다. 그러므로 각 영역의 동적 강성 행렬은 

식 (4.6)과 같은 방법으로 결합되어 질 수 있다.

                         D
∞




 


D 

 
D




 


 

 D
                       (4.6)

D  은 음의  방향으로 무한한 SSE의 강성행렬, D  는 국부적 불연속구간 SSE의 

강성행렬, D  는 양의  방향으로 무한한 SSE의 강성행렬을 나타낸다. 여기서 D 

는 국부적 불연속구간의 강성행렬 D  를 반무한 SSE와 연결하기 위해 재구성 한 

것으로 식 (4.7)과 같이 표현된다.

                        D 











   

 DL  

  DR 

   

                          (4.7)

D L 은 음의  방향 SSE와, D R 은 양의  방향 SSE와 연결되는 부분의 자유도

를 가진 행렬이다. 새로운 동적강성행렬 D∞ 가 구해지고 외력 F 가 주어진다면 세 

영역이 연결되는 두 경계면의 변위 벡터 W 는 식 (4.8)로 부터 구할 수 있으며 식 

(3.12)를 이용하여 최종적으로 도파관 구조물의 길이방향 변위 V 를 구할 수 있

다.

                                W  D
∞
 F                           (4.8)

4.3 입사파 모델링

이제 해석 모델의 반사파와 투과파 특성을 살펴보기 위해서 입사파를 모델링하고

자 한다. 입사파를 SSE/SSE 모델에 적용하기 위해 크기는 같고 방향이 반대인 블

록힘(blocked force, fb)을 중첩하는 등가 시스템을 이용하였다.[6] 아래의 그림 

7(a)에서와 같이 외력이 없는 정상상태(steady-state)에서 입사파, 반사파 및 투과

파가 두 개의 반무한 SSE 구간에 존재해야한다. 그림 7(b)으로부터 블록힘을 구할 

수 있는데, 블록힘이 발생하는 경계면을     이라 한다면, 이 지점으로부터 양

의 방향으로 모델의 변위가 0이 되어야 한다.   인 지점에서 입사파에 의해 

발생하는 변위가 W라고 가정한다면 이 값은 모드 형상 벡터가 될 것이다. 이로부

터 W를 만드는 블록힘을 구할 수 있다. 따라서 블록힘 fb는 두 반무한 SSE 구

간을 연결해 얻은 동적강성행렬(DSDS)로부터 구할 수 있다.

                         fb DSDSW                         (4.9)

이 블록힘 등가 시스템으로부터 정상상태 입사파를 모델링하였으므로 모델에 적용
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되는 입사파에 따라 발생하는 반사파, 투과파 특성을 구할 수 있다. 입사파는 앞 절

의 식 (2.3)을 일반적인 고유치문제로 풀어서 구한 전파하는 파동 중에서 모델의 

반사파, 투과파 특성을 알고자하는 것을 선택할 수 있다.

그림 7. 정상상태에서의 입사파를 적용하기 위한 

블록힘 등가시스템.

4.4 파워 반사계수 및 파워 투과계수

국부적 불연속이 없는 균일한 도파관 모델에 파동이 입사되면 입사파에 의해 전

달되는 파워는 반사 없이 모두 투과될 것이다. 즉, 입사파에 의해 발생되는 모든 반

사, 투과 파동은 다음 식을 만족하여야 한다.

                             


   


                      (4.10)

여기서  은 파워 반사계수,  는 파워 투과계수를 나타내며 하첨자  는 입사되는 

파동,  하첨자  는 반사 및 투과되는 파동을 나타낸다. 파워 반사 및 투과계수는 

다음과 같이 정의된다.

                            





  





                     (4.11)


 , 

 , 
 는 각각 입사파  의 파워, 반사되는 파동  의 파워, 투과되는 

파동  의 파워를 나타내며 변위 벡터를 사용하여 다음과 같이 정의된다.
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 는 단면의 단위 길이당 질량, 


는 단면에 대한 합,  는 군속도(group 

velocity)를 의미한다. 본 논문에서는 감쇠(damping)를 고려하지 않기 때문에 파워

보존법칙인 입사된 파워는 모두 반사, 투과되는 조건을 만족하기위해 근접장

(near-field wave) 부근을 제외한 모든 구간에서 파워 반사와 파워 투과 계수의 합

은 1이 되어야 한다.

또한 국부적인 불연속이 있는 경우, 도파관을 따라 전파하던 파동이 국부적 불연

속을 만나게 되면 파동의 일부는 반사되고 나머지는 투과될 것이다. 즉, 다음 식을 

만족한다.

         





                           (4.13)
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5. SSE/SSE 방법의 적용 예

SSE/SSE 방법의 검증을 위해 사용한 모델은 단면이 직사각형 모양이고 길이방향

으로 무한한 단순 보 형태이며 모델의 가운데에 국부적 불연속 구간이 있는 모델이

다. 그림 6과 같이 국부적 불연속 구간을 SSE, 나머지 두 반무한 구간도 SSE 방법

으로 모델링하여 세 구간을 연결하여 수치적으로 해석하였다.

먼저 SSE 방법 자체를 검증하기 위해 국부적 불연속이 없는 균일한 무한길이 도

파관 모델을 두 반무한 SSE의 합으로 연결한 모델의 오차를 살펴보았다. 그 후 국

부적 불연속 구간을 SSE로 모델링했을 때의 파워 반사계수, 투과계수를 살펴보고 

파워보존법칙을 이용해 국부적 불연속 구간을 FE로 모델링했을 때와의 오차를 비

교해 보았다.

5.1 해석 모델

본 논문에서 사용한 모델은 단면이 좌우대칭인 단순 사각 단면을 가진 모델이다. 

그림 8과 같은 단면을 가진 반무한 SSE 모델의 단면 노드는 79개, 총 자유도는 

237개이며 그림 9의 국부적 불연속 구간의 SSE 모델 단면 노드는 45개, 총 자유

도는 135개 이다. 재질은 강철 (steel)로써 모델의 제원을 표 2에 나타내었다.

-0.05 0 0.05 0.1 0.15

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

y (m)

z
 (

m
)

그림 8. 반무한 구간의

단면 모델.
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그림 9. 국부적 불연속 구간의

단면 모델.
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구분 치수
Width of cross-section 0.1 m

Height of cross-section of 

semi-infinite SSE
0.08 m

Height of cross-section of 

finite SSE
0.04 m

Young's modulus 2 X 1011 N/m2

Poisson's ratio 0.3

Density 7,850 kg/m3

표 2. 국부적 불연속 구간이 있는 도파관 모델의 주요 제원.

이 도파관 모델을 따라 전파하는 파동을 파악하기 위해 해석 모델 단면의 분산선

도를 그림 10과 그림 11에 나타내었다. 그림 10은 반무한 구간의 분산선도이며 그

림 11은 국부적 불연속 구간의 분산선도이다. 그림에서 보는 바와 같이 0~2000Hz 

사이에서 총 4개의 선이 존재하는 것을 알 수 있는데 각 선들은 이 모델을 따라 전

파하는 파동을 나타낸다. 수치적으로 각 파동의 변형모드를 그림 12에 나타내었고 

파수가 1일 때 파동 1은 종파 (longitudinal wave), 파동 2는 비틀림파 (torsional 

wave), 파동 3은 수평방향 굽힘파 (lateral bending wave), 그리고 파동 4는 수직

방향 굽힘파 (vertical bending wave)임을 알 수 있다.
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그림 10. 반무한 구간 모델

단면의 분산선도.
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그림 11. 국부적 불연속 구간 모델 

단면의 분산선도.
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그림 12(a). 파동 1.
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그림 12(b). 파동 2.
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그림 12(c). 파동 3.
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그림 12(d). 파동 4.

5.2 오차 해석

먼저 SSE/SSE 방법 자체의 검증을 위해 그림 13과 같이 불연속 구간이 없는 균

일한 도파관 모델에 대해 파워 반사, 투과계수를 구하여 입사된 파워가 보존되는지 

확인하였다. 국부적 불연속이 없는 균일한 도파관 모델에 파동이 입사되면 입사파

에 의해 전달되는 파워는 반사 없이 모두 투과될 것이다. 즉, 입사파 에 의해 발생

하는 모든 반사, 투과하는 파동은 식 (4.10)을 만족하여야 한다.

그림 13. 불연속 구간이 없는 도파관의

SSE/SSE 모델.

균일한 SSE/SSE 모델에 대해 파동 1, 2, 3, 4가 입사되었을 때 파워 반사계수 
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및 투과계수를 살펴보았다. 그림 14에서 파워 반사계수를 보면 모든 입사 파동 

에 따라 반사되는 파동  를 모두 더한 결과 0~2000 Hz 구간에서  10-22~10-28정

도의 값을 가지며 고수파수 대역으로 갈수록 값이 작아지는 것을 알 수 있다. 즉, 

식 (4.10)에서와 같이 0이 되어야하는 반사계수가 그 값 자체로 오차를 나타내며 

거의 없다고 볼 수 있을 정도로 아주 미미한 것을 확인할 수 있다. 그림 15의 파워 

투과계수 오차를 보면 파워 투과계수에서 1을 뺀 값이 입사파의 종류에 관계없이 

약 10-8~10-12정도의 매우 작은 수준임을 알 수 있으며 또한 아주 미미한 것을 확

인할 수 있다. 이 오차 수준들을 볼 때 SSE/SSE 방법이 신뢰성이 있는 것으로 판

단되며 다음으로 국부적 불연속이 있는 경우 SSE/SSE 방법이 가지는 오차에 대해 

살펴보았다.
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그림 14. 균일한 SSE/SSE 모델의 파워 반사계수.
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그림 15. 균일한 SSE/SSE 모델의 파워 투과계수 오차.

그림 6의 도파관 모델에 파동 1, 2, 3, 4가 각각 입사되었을 때 파워 반사 및 투

과계수를 구하여 그 특성을 확인하였다. 균일한 모델과 다르게 국부적 불연속을 가

지기 때문에 모든 입사파가 투과되는 것이 아니라 일부는 반사, 나머지는 투과될 

것이다. 먼저 그림 16에 나타낸 각 파동의 파워 반사계수를 보면, 파동 4가 입사되

었을 때 파워 반사계수는 약 10-1인 것을 알 수 있으며 고주파수 대역으로 갈수록 

많이 반사되는 경향이 있다. 이 값은 그림 17의 파동 4가 입사되었을 때의 파워 투

과계수와 합하였을 때 거의 1이 된다는 것을 확인할 수 있다. 나머지 파동 1, 2, 3

이 입사파일 때도 마찬가지로 파워 반사계수와 파워 투과계수를 합했을 때 대략 1

인 것을 알 수 있으며 그림에서 보는 바와 같이 파동 4가 가장 많이 반사되는 대신 

가장 적게 투과되는 것을 알 수 있다.
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그림 16. 국부적 불연속이 있는 SSE/SSE 모델의 파워 반사계수.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

Freqency (Hz)

a
b

s
( S

|t
ij
|)

i=1

i=2

i=3

i=4

그림 17. 국부적 불연속이 있는 SSE/SSE 모델의 파워 투과계수.
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다음으로 이 파워 반사계수 및 투과계수의 오차를 살펴보기 위해서 식 (4.13)의 

파워보존법칙을 만족하는지 알아보았다. 비교를 위해 기존의 방법인 SSE/FE 모델

의 수치 오차를 먼저 살펴보면, 그림 18의 파워 반사계수와 파워 투과계수를 합한 

값에 1을 뺀 오차가 10-6~10-11정도의 낮은 수준임을 알 수 있으며 고주파수 영역

으로 갈수록 오차가 커지는 것을 확인할 수 있다. 국부적 불연속구간을 FE 대신 

SSE로 모델링한 경우의 오차는 그림 19에 나타내었다. 이것 또한 오차가 

10-6~10-11수준으로 SSE/FE 모델과 비교했을 때 육안으로는 확인할 수 없을 정도

로 흡사하다고 할 수 있다. 이로써 이 오차는 국부적 불연속을 FE, SSE 어떤 것으

로 모델링하든 상관없이 유사한 것으로 보아 반무한 구간의 SSE 방법 자체의 오차

라고 할 수 있으며, 국부적 불연속 구간을 SSE로 모델링하는 방법이 신뢰성이 있

다는 것을 알 수 있다. 그러므로 모델링 및 연산에 많은 시간이 소요되는 FE 모델

링보다 단면만을 모델링하여 해석하는 SSE 방법이 더 효율적이라고 판단된다.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
10

-11

10
-10

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

10
-5

Freqency (Hz)

a
b

s
( S

|r
ij|+

S
|t

ij
|-

1
)

i=1

i=2

i=3

i=4

그림 18. 국부적 불연속이 있는 SSE/FE 모델의 수치 오차.
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그림 19. 국부적 불연속이 있는 SSE/SSE 모델의 수치 오차.
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6. 결론

본 논문에서는 국부적 불연속이 있는 도파관 구조물에 대하여 파동의 반사 및 투

과 특성을 해석하는 SSE/SSE 방법을 제시하였다. SSE/SSE 방법은 국부적 불연속 

구간과 나머지 반 무한 구간들을 스펙트럴 수퍼 요소(SSE)를 이용해 결합하는 것

으로, 기존의 국부적 불연속 구간을 FE 모델링하는 SSE/FE 방법과 비교해 보았다. 

SSE/SSE 방법은 모델의 단면만을 모델링하여 해석하기 때문에 SSE/FE 방법보다 

모델링이 간편하며, 해석 데이터의 양이 적어 해석 시간도 훨씬 적게 걸리므로 효

율적이라고 할 수 있다. 이 방법의 유용성을 확인하기 위해 파워보존법칙을 이용하

여 파워 반사계수 및 투과계수의 오차를 수치적으로 추정해본 결과, 10-7~10-11수

준으로 기존의 SSE/FE 방법과 같이 매우 작았으며 SSE/FE 방법을 대체할 수 있

는 좋은 해석 방법이라 생각된다.

향후 과제로는 실린더형 도파관, 복잡한 단면을 가진 도파관 등 여러 모델에 대

해 적용해보고 실험을 통한 결과와 비교 해봐야 할 것이다.
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